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Definicién de Espacio de Medida

(Q,4,u)

@ Q es un conjunto no vacio
o 4 C P(Q) es una c-dlgebra:
(i) Qea
(i) Ae 4 = Q\Ae4
(i) An€eA VneN = |JA €4
n=1
@ u:4— [0,0] es una medida (positiva):

(a) p(0)=0
(b) u es c-aditiva:

H(An)

s

Ay €AVREN, AyNA,=0 (n#m) = y(UA,,)z

n=1
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y 4 C P(Q) es una c-algebra:
e QecAq
e Aeqd = Q\Ae A4

e A, €A VneN = |(JAea
n=1

Los elementos de A4 son los conjuntos medibles.

Ejemplos extremos

La o-dlgebra trivial {0,Q} y la o-dlgebra discreta P(Q)

Ejemplo importante: c-dlgebras de Borel

o Toda intersecciéon de G-dlgebras es una c-dlgebra
e Para § C P(Q), existe la 6-4lgebra engendrada por §

e Q espacio topoldgico con topologia T: la c-dlgebra de Borel de Q es la
engendrada por 7. Sus elementos son los conjuntos de Borel en Q.
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Conjuntos medibles

0o QeAq

e Aeq = Q\AeAa

0 A, €A VneN = (JAea

n=1
o

Operaciones con conjuntos medibles
Toda c-algebra 4 C P(Q) verifica:
e 0ecA4a

n
° Al Ay, AneA = |JAeAa
=1

°A, €A VneN = (A €A

n=1

n

° Al Ay,...,Ay€A = (Akea
k=1

e A\ Be4 = A\Be 4
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1. Orden en [0,

[0,00] = {x R :x> 0} U {eo} = [0,0[ U {o}

@ Orden usual en [0,00]

0 x< oo Vxe|[0,00].

Propiedades del orden

o Orden total

e Todo subconjunto no vacio de [0,] tiene supremo e infimo
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2. Topologia de [0,

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Jo,B[={x€ [0, ;o <x <P} (o, B € [0,))
Jo,o0] = {x € [0,00] :x < x} (a0 € [0,00])
[0,B[={x€ [0, :x<B} (B €[0,0])

o Subbase numerable: {[0,B[: B € Q"T} U{]a, ] : € QT}

Propiedades topoldgicas

e Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]
o Compactacién por un punto de [0,co]
o Toda sucesién mondtona converge en [0,
o limsup x, = nh’m sup{xy : k> n}
seo —
° Hnnlifolfx” = nh_r}}o inf{x; : k> n}
0 X, <y, VneN = linrri)igfxn < h’nrgi‘gfyn, limsupx, < limsupy;,

n—oo n—oo

n<yVneN, {x,} —x, {m}—y = x<y
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Suma en [0, o]

e Suma usual en [0, o]

o x+4oo=ootx=oc0 Vx€ 000

Propiedades de la suma

e Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

o Cancelacion sélo en ciertos casos: x+y=x+z, x <o = y=zg
e Compatible con el orden: x| <yi, xp <y2 = x1+x <y +»n
o Continua: {x,} —x, {ya} =y = {xm+y}—x+y

oo n
o Tiene sentido la suma de cualquier serie: Z Xp = lim Z Xk
n—soo
n=1 k=1

s

(xn+yn) = an + Zy”
1 n=1 n=1

o Incondicional: Para a :Nx N — [0,0] y 6: N — N x N biyectiva, se tiene:

n

0 oo
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Producto en [0, o]

o Producto usual en [0,00]
@ xoo = cox = oo YV x€|0,0
] Ooo:oo (): O

dades del producto

e Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma
o Compatible con el orden: x| < yj, x3 <y2 = x1x <Y1
o Crecientemente continuo: {x,} x, {yu} "y = {xyn}—xy

° i ox, = o ix,,
n=1 n=1
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Concepto de Medida

u: A — [0,e0] verificando:
o u(0)=0

o u es c-aditiva:

A€ AVneN, A,NA,=0 (n#m) = ,u(OAn>:iy( )

n=1

Medidas de Borel

Medida de Borel en un espacio topoldgico Q = Medida definida en la
c-algebra de Borel de Q
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Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida p: 4 — [0,] es

o Finitamente aditiva:
n n
A Ay, A €A, ANAj =0 (k#j) = y(UAk> =Y w(Ar)

o Creciente: A,B€E 4, ACB = pu(A) < u(B)

n=1 n=1

o Subaditiva: A, € AYneN = u (U A,,> Y uAn)
o Crecientemente continuas:

Ap €A, ApCApp1 VREN = #(UAn) :nlimll’l( n)
n=1
o Decrecientemente continua donde es finitas:
Ap €A, Ay DAt VnEN, pu(Ay) <o = p m An> :r}f_l};lol"(An)
n=1
Sugestivamente: {A,} A = {u(Ay)} ~u(A)
Mientras que: {An} \ A, p(A;) <o = {u(An)} \ u(A)




Espacios de Medida Espacios medibles 0,00 Medidas Lebesgue Primer Teorema
[e] (oo} 0000 ooe 0000 [e]

Primeros Ejemplos de medidas

Medidas discretas

Q # 0 arbitrario, m : Q — [0,e0] cualquier funcién y 4 = P(Q). Se define:

u(A) =Y m(x) = sup{z;m(x) :JCA, J finito} (A€ P(Q))
x€A x€

Medidas de Dirac
Fijado x € Q, para A € P(Q) se define:

1 sixeA
O.(A) =
“) {0 six¢A

Se obtiene con m(x) =1 y m(®w)=0 Vo e Q\{x}

Medida que cuenta (“counting measure”)

Para todo A € P(Q) se define u(A) como el nimero de elementos de A,
entendiéndose que p(A) = e cuando A es un conjunto infinito.
Se obtiene con m(x) =1 Vx € Q.
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Deﬁn1c1on de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados
N N
1=T[% = [T (supr® —in1®)

k=1 k=1
_— >

Medida exterior de Lebesgue

A P(RY) — [0,00]

A (E) :inf{im(ln): EC OI,,} (ECRY)
n=1

n=1

—
Medida de Lebesgue

o Conjuntos medibles-Lebesgue:

M:{EgRN : A*(A) = M"(ANE) +A*(A\E) VAET(RN)}
o Medida de Lebesgue: A =A%y,
MM —[0,0), ME)=M(E) VEe M
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

o M es una c-dlgebra y A: M — [0,0] es una medida

BS M S P(RV)

ECRN M(E)=0 = EeM

Mg (medida de Borel-Lebesgue) es la tinica medida de Borel en RN que
extiende a m

También A es la tinica medida definida en M que extiende a m
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia

A (E) :fnf{x(G) : EgG:G"gRN} (ECRV)

Equivalen:

e EeM

eVe>03G : ECG=G"CRY AM(G\E)<e

eVe>03F : F=FCE, M(E\F)<e¢

e E C B, conjunto de tipo Gz con A(B\E) =0

@ E DA, conjunto de tipo Fs con A(E\A) =0

EeM = ME)=inf{A(G) : G abierto, GDE}
= sup {A(K) : K compacto, K CE}
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria

o La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones:
M(E+x)=A"(E) (ECRN xcRV)

o La medida de Lebesgue es invariante por traslaciones:
EeM & E+xe M, en cuyo caso, AME +x) = A(E)

@ Salvo un factor de proporcionalidad, la medida de Borel-Lebesgue es la
tnica medida de Borel en RY, finita en compactos e invariante por
traslaciones.

o La hipdtesis “finita en compactos” se puede sustituir por la existencia
de un conjunto abierto no vacio con medida finita

o La medida de Lebesgue en RY es invariante por isometrias.
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Construcciéon de Medidas

Extension de Carathéodory-Hahn

Visién abstracta de la construccién de la medida de Lebesgue
o Construccién de medidas exteriores
o Teorema de Carathéodory
o Teorema de extensién de Hahn

Unicidad de la extensién de Hahn

o Completaciéon de una medida

o Teorema de Aproximacién

Otros ejemplos importantes
o Medidas de Lebesgue-Stieltjes
o Medidas de Haar

o Medidas de Hausdorff
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